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Introduzione

Da sempre le disamine sui sistemi confinati hanno suscitato un grande interesse nell’ambito della
fisica teorica. Lo studio dell’equazione di Schrodinger per un atomo di idrogeno, all’interno di una
scatola sferica impenetrabile, ha destato la piena attenzione dei fisici sin dagli albori della fisica
teorica negli anni *30 del Novecento, riproponendosi nei decenni successivi a seguito dei progressi
conseguiti in campo teorico e sperimentale.

Una delle piu importanti applicazioni dello studio degli atomi e delle molecole confinati si registra
nel campo dell’astrofisica, dove rivestono specifica rilevanza: I’interno dei pianeti giganti solari
(Giove e Saturno) ed extrasolari, le nane bianche, gli ammassi stellari globulari.

Il modello dell’atomo confinato € stato anche utilizzato per le analisi sulle proprieta di equilibrio di
plasmi parzialmente ionizzati, e per approfondimenti sulla termodinamica dei gas non ideali. Altre
notevoli applicazioni si hanno nell’ambito dei nano materiali e degli atomi artificiali: lo studio
teorico dell’atomo confinato ha anche, quindi, importanti risvolti in settori piu prettamente
tecnologici.

Il presente elaborato, realizzato nell’ambito di un programma di ricerca finanziato dall’Agenzia
Spaziale Europea, vertera sull’analisi e sullo studio teorico dei sistemi confinati, segnatamente
I’atomo di idrogeno; in particolare, verra messo a punto un apposito algoritmo Monte Carlo, in
modo da consentire simulazioni quantistiche che permettano di controllare ed analizzare il sistema
sottoposto a confinamento.

Nel primo capitolo verra fornito uno stato dell’arte inerente all’ambito dei sistemi confinati,
portando in rassegna i vari modelli elaborati per tali studi, a partire da quello piu importante e citato
di Michels, Boer e Bijl. Verra, inoltre, riportata 1’analisi perturbativa applicata all’atomo di
idrogeno confinato, per poi passare ad una particolare soluzione esatta del problema. Speciale
attenzione sara dedicata ad una delle difficolta che si incontrano nell’ambito dello studio teorico
dell’atomo di idrogeno, ovvero la divergenza della sua funzione di partizione. Infine, sara
presentato un accenno all’applicazione degli atomi confinati per 1’analisi dell’interno del pianeta

Giove.



Il secondo capitolo riguardera interamente il metodo Monte Carlo, che sara quello successivamente
assunto per I’analisi dei sistemi confinati. Inizialmente, verranno fornite le basi statistiche del
metodo, con particolare attenzione all’algoritmo di Metropolis, per poi trattare definitivamente il
metodo Monte Carlo di diffusione (DMC).

Nel terzo capitolo sara analizzato il primo esempio di sistema confinato: 1’oscillatore armonico,
unidimensionale e tridimensionale, considerato di peculiare importanza in quanto € uno dei pochi
problemi della fisica teorica che possieda una soluzione analitica esatta. Rilevante considerazione
verra dedicata al problema degli autovalori e della loro determinazione, sia analitica che numerica,
per I’oscillatore libero e confinato.

Il quarto capitolo é il fulcro del presente elaborato, imperniato sul problema dell’atomo di idrogeno
confinato. Una breve premessa teorica introdurra lo studio dei vari tipi di confinamento (sferico e
quadrato) ed il conseguente andamento dell’energia, il tutto tramite 1’applicazione del DMC.
Nell’ultimo capitolo, verra infine fornita 1’analisi preliminare di un sistema confinato piu complesso:

la molecola ione idrogeno H,".



Capitolo |

Il problema dell’atomo confinato

1.1 Atomi confinati

L'indagine scientifica costituisce il punto di incontro tra fisica teorica e fisica sperimentale, la cui
interdipendenza é collaborativa e dialettica. Sistemi matematici deduttivi, tratti da una teoria, e
metodi matematici induttivi, collegati a dati empirici, sono terreni fertili di studio e ricerca, tenuti
costantemente vivi dall'insorgere di nuovi elementi, prospettive, o intuizioni, raramente seguiti dal
punto fermo. La fisica teorica del ‘900 ha dimostrato di costituire il metodo di esplorazione piu
esperibile per le nuove tematiche e le vecchie problematiche insolute o in sospeso. Un eccellente
esempio di problemi di fisica teorica riportati in auge é fornito dai sistemi confinati.

In anni recenti, un crescente interesse € maturato verso lo studio degli atomi confinati, a seguito
della loro vasta applicazione nel campo della fisica e della chimica: analisi degli atomi artificiali,
quantum dots, atomi intrappolati in canali di zeolite o in nano-materiali a base di carbonio [1].

In particolare, grande attenzione viene riservata all’atomo piu semplice esistente in natura: I’atomo
di idrogeno, costituito da un nucleo contenente un singolo protone, carico positivamente, e da un
elettrone, con carica negativa, orbitante intorno ad esso.

L’analisi delle proprieta dell’idrogeno ad alte pressioni costituisce il punto cardine, ad esempio,

dello studio dell’interno di pianeti giganti, come Giove e Saturno, in cui I’idrogeno ¢ I’elemento piu



abbondante. Infatti, un recente modello si basa sull’assunzione che questi pianeti vengano divisi in
tre zone globalmente omogenee: un nucleo denso, una regione con idrogeno metallico e una shell di
idrogeno molecolare [2].

Di conseguenza, un gran numero di lavori teorici e sperimentali € andato sviluppandosi proprio per

analizzare le proprieta dell’idrogeno ad alte pressioni.

1.2 L’idrogeno confinato: modelli

Il confinamento di una particella all’interno di un potenziale ¢ chiaramente un problema di
meccanica quantistica.

Il concetto di un sistema quantistico confinato venne inizialmente suggerito da Michels, De Boer e
Bijl [3], 1 quali proposero I’idea di simulare gli effetti della pressione su di un atomo chiuso in una
scatola sferica impenetrabile. In questo modello, venne imposta una condizione al contorno per la
soluzione dell’equazione di Schrodinger: la funzione d’onda si deve annullare a r = r,, , dove r,
rappresenta il raggio della scatola sferica.

Sommerfeld e Welker [4] compresero la potenza del modello di Michels e lo svilupparono
ulteriormente. L’idea sta nella soluzione del problema dell’atomo di idrogeno, che presenta dei nodi
il cui raggio € noto: la sfera impenetrabile viene posta proprio in questi nodi, ottenendo cosi lo stato

fondamentale e gli stati eccitati.

1.2.1 1l modello di Michels, De Boer e Bijl

Nella consueta analisi dell’atomo di idrogeno, la funzione d’onda presente nell’equazione di
Schrodinger presenta due condizioni al contorno: un comportamento regolare nell’origine e un nodo
all’infinito.

Nel caso in cui ’atomo di idrogeno si trovi all’interno di una sfera impenetrabile di raggio 7y, la

funzione d’onda si deve annullare proprio in 1y, anziché ad infinito. Questa nuova condizione al



contorno influisce solo sulla parte radiale R(r) della funzione d’onda, che viene scritta, in unita

atomiche [5]":

d’R 2dR

2 l(l-1)
dr? rdr

+{2E+; T}R =0 (1.1)

dove E ¢ ’energiaed [ = 0,1, 2, ... € il numero quantico azimutale.

Vengono definiti p ed n introducendo le seguenti relazioni:
_ F=———_ 1.2
P=7 (1.2)

L’equazione (1.1) si riscrive come :

d2R+2dR {1 n l(l+1)}R—0 13
dp? pdp 4 p  p? B (13)
Scrivendo
1
R =e"2"p'F(p) (1.4)
si ottiene la seguente equazione:
i + 21+ 2 )dF+( 1-DF=0 1.5

per la funzione ipergeometrica confluente F = F(I + 1 —n, 21 + 2, p).2
Quando n ¢ un intero, I’espansione in serie di F viene troncata dando luogo alle derivate dei
polinomi di Laguerre. La funzione d’onda ha quindi un nodo a 1, = oo, che & proprio la condizione

al contorno dell’atomo di idrogeno libero.

L 1l raggio di Bohr a, (0.5291 A) & Iunita di lunghezza; e?/2a, ¢ I’unita di energia.

a@rp?
y(y+1) 2!

2 Flay,p)=1+7p+

In matematica, una funzione ipergeometrica confluente € la soluzione di una equazione ipergeometrica confluente, la
quale é a sua volta una forma degenere di equazione differenziale ipergeometrica, in cui due delle tre singolarita
regolari confluiscono, per I’appunto, in una singolarita irregolare.
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Nel caso in cui ’atomo di idrogeno venga chiuso in una scatola sferica di raggio r,, diventa
interessante analizzare come i suoi livelli energetici 1s,2s e 2p vengano alterati a causa della
presenza del nodo finito in ry.

Quando il raggio della scatola sferica ¢ abbastanza grande, le deviazioni dell’energia dal suo valore
in r, = oo sono molto piccole. Michels, De Boer e Bijl hanno elaborato un metodo approssimato per
calcolare lo shift dello stato fondamentale 1s [3].

Imponendo la relazione

F(p) = Z bep®
=0

e sostituendola nell’equazione differenziale (1.5), si ottiene la seguente formula ricorsiva:
t(t+2l+1)b, =@+ 1—n)b,_4 (1.6)

valida per T > 0. Quando n ¢ intero, 1’espansione in serie viene troncata dando luogo ad un
polinomio di grado n — [ — 1; in questo caso, la funzione ha uno zero in r, = co.
Nel caso in cui ry, non sia infinito, ma comunque abbastanza grande da poter considerare n come

intero, si pud porren = N + 8, dove N é uninteroe || < N, e

1 1 1 B
2n2 - 2(N+B)2~ 2N?2 ' N3

dove il primo termine dell’ultimo membro non ¢ altro che il valore dell’energia per ry = co.
La condizione al contorno per r, finito si traduce in F(p,) = 0; andando a sostituire le precedenti
condizioni nella formula ricorsiva (1.6), tenendo presente che |8 «< N, si ottiene la correzione al

primo ordine per il livello 1s,incuiN =1el = 0:

1 1
.815 = 1 = 2T (1-7)

o T co T
=lr(t + 1)!'00 =lr(t+ 1)!T0

10



Sono possibili anche calcoli per i livelli 2s e 2p, incui N = 2 e, rispettivamente, [ =0el = 1 [5]:

%Po -1 %ro -1
.325 = = (1'8)
1 1 1 1
J— +Z°o_ pT ——T'O +ZOO_ T
2P0 T L2 T D) (r + DIPO 4 =2t -DE+ Ding
1 1
By, = = - (1.9)

R I (I

Michels, De Boer e Bijl hanno trovato valori di energia del livello 1s per r, = 5,6,7,8 unita

atomiche; Sommerfeld e Welker [4] hanno applicato 1’equazione (1.7) per ry = 3,4 unita atomiche.

1.3 Teoria perturbativa per lo studio dell’atomo di

idrogeno confinato

Nello studio dei sistemi confinati risulta spesso molto difficoltoso riuscire a calcolare in maniera
esatta le proprieta degli stessi; di conseguenza, si ricorre molto spesso a metodi approssimati, uno
dei quali € il metodo perturbativo. Infatti, & stato dimostrato da Montgomery [6] come le energie
calcolate con il metodo perturbativo siano comparabili con i risultati di una soluzione numerica

diretta.

1.3.1 Teoria perturbativa di Rayleigh-Schrédinger

Numerosi problemi interessanti della meccanica quantistica non sono risolvibili in maniera esatta,
per questo motivo risulta molto utile sviluppare delle procedure approssimate di soluzione. Uno di
questi metodi ¢ senz’altro quello fornito dalla teoria perturbativa: se nella formulazione del
problema compare un parametro piccolo A, e si conosce la soluzione esatta per A =0,

I’orientamento ¢ di cercare una soluzione approssimata in serie di potenze di A.
11



L’equazione di Schrédinger viene scritta come
HY = EY (1.10)
in cui I’hamiltoniana # &
H =Hy+ AH; (1.11)
dove H,, ¢ I’hamiltoniana imperturbata all’ordine zero, H; ¢ I’hamiltoniana perturbata al primo

ordine e A € [0, 1] ¢ il parametro perturbativo.

Si assume che H, sia dotato di un set completo di autovettori e corrispondenti autovalori:

Hoo = Expy (1.12)

L’equazione di Schrodinger si riscrive quindi:

HY = (Hy + AH)Y = E¥ (1.13)

Poiché H dipende da A, anche i suoi autovettori ed autovalori dipenderanno dal parametro

perturbativo, quindi possono essere espansi in serie di potenze di A:

Y = lIJO + ALIJl + )LZLIJZ + )L3llj3 + .- (114)
E = EO + AEl + AZEZ + A3E3 + .- (115)

Sostituendo nell’equazione di Schrodinger e riarrangiando 1 vari termini, si ottiene:

(Ho+ AH, —Ey — AE; — A2Ey — BBE; + ) (Wo + APy + 12, + B3YP3+ ) =0  (1.16)

Si raccolgono i coefficienti corrispondenti a potenze uguali di A e si pongono uguali a zero; in

particolare, i coefficienti di A° e A sono:

(3o — Eo)po =0 (1.17)

(Ho — Eg)y + (M —E))Po =0 (1.18)
12



Quindi le equazioni (1.17) e (1.18) danno:

_ J ooy, dr

o= Ty, de (119
[, dr

Una delle difficolta fondamentali della teoria perturbativa sta nel cercare un appropriato sistema
all’ordine zero, che soddisfi i requisiti specifici di simmetria e di condizioni al contorno. Per una

funzione d’onda v, , Sternheimer [7] ha definito il potenziale di ordine zero:

Ty,

VO=E0— 1!}0

(1.21)

dove T ¢ l'operatore di energia cinetica del sistema e E, € una costante arbitraria scelta per

semplificare il potenziale. L’hamiltoniana di ordine zero é quindi data da:

Ho=T +V, (1.22)
Per I’hamiltoniana 7€, il potenziale perturbativo #; é:

Hy=H —-H, (1.23)

Conoscendo quindi #, , H; e Y, , la teoria perturbativa fornisce un metodo per calcolare le

correzioni all’energia e alla funzione d’onda, e per stimare i valori di aspettazione.

13



1.3.2 Idrogeno confinato

L’hamiltoniana dell’atomo di idrogeno, in unita atomiche® , si scrive come [6]:

11 5 L% 1
H = —E r—zar(r Or) _1"_2 —; (124)
L? ¢& I’operatore momento angolare tale che
LY m(6,9) = L1+ 1Y, (6, 9) (1.25)

dove Y., (8, ¢) sono le armoniche sferiche normalizzate.

Quando I’atomo di idrogeno viene situato al centro di una sfera impenetrabile di raggio ry, la
condizione al contorno radiale richiede che ¥ (r,,) = 0; per garantire cio, viene inserita una funzione
di cut-off (r, — ) [5].

Per lo stato fondamentale, la funzione d’onda all’ordine zero € data da
Yo =N(ro —1)e™“Y0(0,9) (1.26)
dove N é un fattore di normalizzazione radiale, e « € il parametro variazionale, calcolato

minimizzando E, + E;.

11 potenziale all’ordine zero, determinato col metodo di Sternheimer, ¢

— o 3, (r23,)[(ro — T)e ]

Vo =Ey—
oo (ro —r)e "
1 arg+1 «a a’r
= E -7)— -4 -— 1.27
— o(ro — 1) + > (4 + ary) > (1.27)

® Il raggio di Bohr a, (0.5291 A) & I’unita di lunghezza, I’energia di Hartree (27.2114 V) ¢ I'unita di energia.
14



Conlasceltadi E, = — (2—“ + “72) [6], V, diventa

To

1 (arg +1) 2ar
To— T r o
Quindi:
2 = 16(26)+ 1 (ar0+1)+2ar 129
0o — 212 =0y rTo— 7T r o ( )
I, = - Hy = [ 1-a)—1 ML 1.30
1= O e —1) To a r T (1.30)

1.4 Soluzioni esatte per atomi idrogenoidi confinati

sfericamente

Un atomo idrogenoide, con carica nucleare Z al centro di una sfera impenetrabile di raggio R, &

soggetto ad un potenziale sfericamente simmetrico:

Z
V(T'):—? 0<r<R

V(r) =o r >R
Essendor = (r,6,¢) e

Y(r) = rlYlm (6, (p)lpnl(r)

si ottiene la seguente equazione radiale per Y = ¢,;, E = E;(R) :

15



1([d? 20+1)d

Come gia sottolineato in precedenza, le condizioni al contorno da imporre per 1’analisi dell’atomo
non confinato sono il comportamento finito della funzione d’onda nell’origine e la presenza del
nodo per r — oo . Invece, nel caso dell’atomo di idrogeno confinato, il nodo ¢ presente proprio in R,
ovvero in corrispondenza della scatola sferica impenetrabile.

Si sceglie di risolvere 1I’equazione (1.31) con le appena citate condizioni al contorno introducendo

un set di generatori {/., J,,/_} tali che

—aJ_ =7rD?+2(L+ 1)D,
Jo=7D, +1+1

Jy=T1

dove D, = d/ dr €0 e una costante diversa da zero. Questi operatori soddisfano inoltre le seguenti

regole di commutazione:

[/—J]i] = i]i
Ui J-1=20],

Si sceglie di porre o = 1, che effettivamente corrisponde all’algebra di Lie di SO(3).

Moltiplicando 1’equazione (1.31) per r, si ottiene una equazione agli autovalori in Z:

Hy={5)-~ EL)w =2y (132)

Introducendo una rotazione U = e%4 e una espansione di Backer—Campbell-Hausdroff 4, valida in

generale per due operatori non commutanti A e B,

* La formula di Backer—Campbell-Hausdroff ¢ la soluzione dell’equazione

eZ = eXeg¥

per due grandezze non commutanti X e Y. La soluzione coinvolge le parentesi di Lie degli elementi X e Y. La sua
scrittura, troncata al terzo ordine, é:

Z=X+ Y+%[X,Y] +%([X, X, Y1l - [, [x,Y1]) + -

16



2
a
l]Bl]_1 =B + aBl +7BZ + .-
Bl = [A,B] ) BTL+1 = [A,Bn] , N = 1,2 e
I’equazione (1.32) viene trasformata scrivendo

Ul =ea]+ i lp: U1¢

e ottenendo dunque:

1
Hip = {50+ 200 - a¥) — ]} ¢ = 20 (1.33)
I termini con J, vengono eliminati se
a? = —-2E (1.34)

quindi

1
g = (5)-+a)) b =20 (1.35)

a € reale per valori reali di E < 0, immaginario puro per valori reali di E > 0; a = 0 nel caso in cui
E=0.

Il discorso algebrico fatto fino ad ora ¢ valido sia per lo studio dell’atomo di idrogeno non confinato,
sia per quello confinato, con le rispettive condizioni al contorno. Dato che, nel caso dell’atomo non
confinato legato, ¢ necessario prendere le soluzioni dell’equazione (1.34) reali e negative, ¢
conveniente fare la stessa scelta anche per il sistema confinato, sebbene non sia richiesto dalle
condizioni al contorno [8].

Le soluzioni per I’atomo di idrogeno non confinato vengono ottenute utilizzando una seconda

rotazione

U, = ebJ- , ¢ =Uxx

17



che porta a

1
Hox = {31 + @l + B} x = 2x (136)

I termini con J_ vengono eliminati scegliendo § in modo tale che 2af = —1.
Purtroppo pero, nel caso dell’atomo di idrogeno confinato, non si puod fare questa scelta per S,
poiché vale la condizione al contorno ¥(R) = 0. Rimaneggiando le equazioni (1.33) e (1.34), si

ottiene esplicitamente:
{rD?+2[(l+ 1) —ar]D, —2[a(l+ 1) —Z]}¢p =0 (1.35)

Riscalando le grandezze in modo tale che r - px e D, —» (1/p)D, , € ponendo 2pa =1 e

c=10l+1- Z/a, I’equazione (1.35) si riscrive come:
{xDZ+[2(l+ 1) —x]D, —c}¢p =0 (1.36)

che & una equazione differenziale soddisfatta dalla funzione di Kummer® M(c,d, x), in cui siac

che x dipendono da a:

Z
c=l+1—a , d=2(1+1), x=2ar

> Perequazione ipergeometrica confluente, o equazione di Kummer, si intende un'equazione differenziale

ordinaria lineare della forma

d? d
z—w@)+(b—-—2)—w(2) —aw(z) =0
dz? dz
dove a, b e z sono variabili complesse.
Ciascuna delle due soluzioni ¢ chiamata funzione ipergeometrica confluente, e una di queste ¢ 1’equazione di Kummer
M (a, b, z), data dalla serie

[oe]

as =3 O

n=0

dove (a), = ala + 1)(a + 2) ...(a + n — 1) ¢ il fattoriale crescente.

18
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La funzione M(c, d, x) ¢ soluzione dell’equazione (1.36), che e finita in » = 0; quindi &€ importante

soddisfare la condizione al contorno

M[l+1-Z/a,2(l+1),2aR] =0 (1.37)

La (1.37) é risolta cercando gli zeri di M, variando a per ogni set scelto di parametri Z, R e .

La soluzione completa per « = v—2E > 0 ¢ [8]

Y (alr) = rle " M(c,d, 2ar) (1.38)

Considerando le proprieta di simmetria della funzione di Kummer

M(c,d,x) =e*M(d —c,d,—x)

la soluzione puo quindi essere scritta anche nella forma

Y (—alr) =rte %" M(c,d, —2ar) (1.39)

Come si evince dall’analisi appena svolta, le soluzioni sono piuttosto complesse, eppure esse si
applicano al caso pit semplice possibile di un elettrone confinato in una barriera sferica con un
nucleo al centro di questa.

Da un punto di vista applicativo, emerge sin da ora la necessita di considerare barriere piu
complesse, ad esempio per rappresentare la struttura cristallina del mezzo confinante, o di spostare
il nucleo dal centro della barriera, ad esempio per calcoli di polarizzabilita. Sara anche
fondamentale poter sostituire I’atomo di idrogeno con sistemi confinati piu complessi, come atomi a
piu elettroni e molecole.

In prospettiva, quindi, solo un metodo numerico versatile promette di portare verso progressi
veramente significativi; un algoritmo di questo tipo verra analizzato nei capitoli seguenti del

presente elaborato.
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1.5 La funzione di partizione dell’atomo di idrogeno

In generale, la funzione di partizione descrive le proprieta statistiche del sistema atomico in esame;

nel caso dell’atomo di idrogeno, la si scrive come [9]:
Ey
f= gnexp|-2 (1.40)
n

dove g, e E,, sono, rispettivamente, il peso statistico e I’energia del livello atomico n-esimo.
Partendo dalla meccanica quantistica, g,, € E,, vengono espressi in funzione del numero quantico

principale n:

Jn = 2n? (1.41)
2mue* Ey
R (1.42)

dove h = 6.626 x 1073%] x s & la costante di Planck, u & la massa ridotta, e la carica elettrica e
Ey = 13.598 eV ¢ I’energia di ionizzazione dell’atomo di idrogeno imperturbato.

L’equazione (1.42) puo essere riscritta come

E"—[1 ! 1.43

E evidente come la funzione di partizione di un atomo isolato diverga: infatti, per n - ool energia
E,, converge a zero e quindi il fattore esponenziale tende ad 1, mentre il peso statistico g,, diverge.
Per evitare I’insorgere di questo problema € necessario mettere a punto un criterio di cut off della
funzione di partizione, in modo da limitare il numero di livelli energetici ad un certo nmax , Senza
quindi intercorrere nella divergenza pern — o .

Il criterio piu semplice ed intuitivo consiste nel considerare uno stato elettronico ancora legato, che
percio puo essere inserito nella funzione di partizione, a patto che il raggio classico non superi la

distanza tra le particelle:
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1
aonrznax = (W) (144)

dove a, = 0.529 A & il raggio di Bohr, mentre N 'rappresenta la densita delle particelle (cm™); da
una semplice analisi dimensionale, si nota come il termine 1/N'%/3 non sia altro che la distanza tra
le particelle (criterio di Fermi).

Il problema della divergenza della funzione di partizione viene analizzato nuovamente considerando
un atomo chiuso in una scatola sferica di raggio &, anziché un atomo isolato [9]. Con un metodo
basato sulla discretizzazione di una griglia numerica, si procede risolvendo numericamente
I’equazione radiale di Schrodinger per I’atomo di idrogeno R(r) ponendo delle condizioni al

contorno:
Rr=0=0 R(@r=6)=0

Si ottengono quindi due set di livelli energetici: uno rappresenta i livelli imperturbati fino ad un
dato numero quantico principale, cioé riproduce gli stati legati ottenuti dalla soluzione analitica
dell’equazione di Schrodinger ; 1’altro descrive livelli aventi energia piu grande del potenziale di
ionizzazione Ey dell’idrogeno. Quest’ultimo set corrisponde ai livelli energetici della particella
nella scatola, cioé quei livelli che aumentano la loro energia come n?, assicurando quindi la
convergenza della funzione di partizione.

Gli stati atomici sono pertanto determinati calcolando gli autovalori di questa rappresentazione
discreta; le quantita termodinamiche del sistema possono poi essere ottenute applicando le usuali

formule della meccanica statistica.

1.6 Struttura interna di Giove

La conoscenza del comportamento delle specie chimiche sottoposte ad alte pressioni € alla base
dell’analisi della struttura interna dei pianeti giganti, come Giove e Saturno, sebbene sia difficile
ottenere dati sperimentali, nonostante la complessita ed affidabilita dei modelli teorici.

L’idrogeno in particolare riveste una grande importanza in questo studio, essendo I’elemento

chimico piu abbondante [2].
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L’interno di Giove viene comunemente diviso in tre zone quasi omogenee e quasi adiabatiche:

1 un nucleo presumibilmente di natura rocciosa, composto da carbonio e da silicati circondati
da ghiaccio;
f  un strato di idrogeno metallico liquido ®, a pressioni maggiori di 1 Mbar;

9 unaregione (a pressioni minori di 1 Mbar) di idrogeno molecolare fluido.

E poi presente una spessa e turbolenta atmosfera, composta principalmente da idrogeno molecolare
ed elio, con tracce di metano, ammoniaca ed acido solfidrico.

L’idrogeno quindi subisce una transizione da una fase molecolare a basse pressioni, ad una fase
metallica a pressioni piu grandi di 1 Mbar; cio che non risulta ancora chiaro € se questa transizione
sia di primo o di secondo ordine.

In base ad uno dei piu accreditati modelli teorici [10], I’equazione di stato per 1’idrogeno liquido a
basse temperature prevede che questo elemento passi da una fase molecolare ad una metallica
attraverso una transizione di fase di plasma del primo ordine (quindi discontinua).

Recenti risultati ottenuti dal gruppo di ricerca del Lawrence Livemore National Laboratory [11]
indicano che la transizione dalla fase molecolare a quella metallica sia continua, rendendo quindi
improbabile un confine netto tra il mantello e il nucleo di Giove. Si ritiene che 1’idrogeno
molecolare inizi a dissociarsi a 0.4 Mbar e sia completamente dissociato a 3 Mbar. La conducibilita
elettrica raggiunge il minimo per un metallo a 1.4 Mbar e a 4000 K; questo valore di pressione si
raggiunge ad una profondita di soli 7000 km. Quindi il campo magnetico di Giove é generato molto
vicino alla superficie e cio spiega il suo valore relativamente intenso, 10 gauss, sulla superficie (il

campo magnetico superficiale terrestre € di soli 0.5 gauss).

® 1’ idrogeno metallico solido consiste in un reticolo cristallino di protoni separati da uno spazio paragonabile alla
lunghezza d’onda dell’elettrone. Gli elettroni sono liberi e si comportano come se fossero in un materiale metallico
conduttore. Nell’idrogeno metallico liquido, i protoni non sono organizzati in un reticolo cristallino, ma in un sistema
liquido.
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VECCHIO MODELLO NUOVO MODELLO

LE MOLECOLE DI IDROGENO L'IDROGENO DIVENTA
COMINCIANO A DISSOCIARSI } Sea COMPLETAMENTE
\\ S ONOATOMICO

L'IDROGENO
DIVENTA
METALLICO,

/

IDROGENO
LIQUIDO
METALLICO

L'interno di Giove consiste in gran parte di idrogeno liqui-
do. Gli scienziati credevano finora che I'idrogeno diventasse
metallico a una profondita di 18 000 chilometri, dove la pres-
sione scinderebbe tutte le molecole in atomi (a sinistra). Gli espe-
rimenti svolti al Livermore Laboratory, pero, indicano che la transi-
zione sia graduale ¢ che 'idrogeno diventi metallico a una profondita
di soli 7000 chilometri (@ destra). Questo nuovo modello spiegherebbe
perché Giove abbia un campo magnetico cosi intenso (in basso a destra).

v

Fig 1. Struttura interna di Giove [11]

Anche I’elio ha un comportamento particolare, a causa della sua interazione con gli atomi ¢ le
molecole di idrogeno. In particolare, nell’atmosfera di Giove, quindi nella sua zona molecolare, &
mancante una frazione di elio presente al momento della formazione del pianeta. Infatti, la mass
mixing ratio Y dell’elio, misurata nell’atmosfera gioviana dalla sonda Galileo, ¢ tale che
Y/(X+Y)=0.238+0.007, dove X & la mass mixing ratio dell’idrogeno. Questo valore ¢ piu
basso di quello presente nelle nebulose proto solari, in cui Y /(X +Y) = 0.280 + 0.005 [2].

Dato che non ci sono processi fisici che possano ridurre cosi tanto il rapporto He/H, questo elio
mancante sara quindi presente all’interno del pianeta.

Purtroppo, non sono state ancora messe a punto delle equazioni di stato che possano includere sia

I’idrogeno che I’elio.
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Capitolo 11

Metodi Monte Carlo

2.1 Il metodo Monte Carlo

Il metodo Monte Carlo (MC) é una procedura numerica utilizzata in fisica per riprodurre lo stato di
un sistema. Questo metodo permette di generare degli eventi secondo una opportuna distribuzione
di probabilita, quindi puo essere applicato a qualsiasi fenomeno di cui si conosca la probabilita di
occorrenza.

Il metodo MC consiste nel cercare la soluzione di un problema rappresentandola come parametro di
una ipotetica popolazione; tale parametro ¢ stimato mediante 1’analisi di un campione della
popolazione, ottenuto da sequenze di numeri casuali.

I1 successo di tale tecnica ¢ dovuto essenzialmente a due ragioni: 1’estrema semplicita d’uso e la
possibilita di simulare in maniera immediata il comportamento di sistemi spesso assai complessi.

In particolare, il metodo Monte Carlo Quantistico (QMC) consiste in un insieme di algoritmi
impiegati per simulazioni quantistiche in fisica computazionale. Questi algoritmi, sebbene siano
diversi tra loro, in ragione del diverso approccio quantomeccanico utilizzato, si basano tutti sul
metodo Monte Carlo per la risoluzione di integrali molto articolati.

Il piu semplice di questi algoritmi € il metodo Monte Carlo Variazionale (VMC), che applica per

I’appunto 1’approccio variazionale per I’approssimazione dello stato fondamentale del sistema in
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esame. Il VMC fa uso di un metodo di integrazione stocastico per calcolare i valori di aspettazione
di una determinata funzione d’onda di prova.

Il metodo Monte Carlo di diffusione (DMC), invece, utilizza le funzioni di Green per risolvere
I’equazione di Schrodinger, ai fini del calcolo delle proprieta di un insieme di particelle
quantomeccaniche interagenti, simulando un processo di diffusione classico delle particelle
coinvolte. Potenzialmente, il DMC ¢ in grado di trovare il preciso valore dell’energia dello stato
fondamentale del sistema in esame, essendo un metodo numerico esatto.

Infine, il path integral Monte Carlo (PIMC) impiega la formulazione dell’integrale dei cammini
della meccanica quantistica.

Nel seguito, verra approfondito solo il DMC, in quanto e il metodo scelto nel presente elaborato per

analizzare il comportamento dei sistemi confinati.

2.2 Basi statistiche

L’esempio piu classico di una simulazione Monte Carlo ¢ il calcolo di un integrale
multidimensionale tramite un campionamento statistico dell’integrando e una media sui valori
campionati. L’errore statistico di questa analisi diminuisce come la radice quadrata del numero dei
punti campionati, indipendentemente dalla dimensionalita; questo risultato & una conseguenza del
teorema del limite centrale.”

Si consideri un vettore 3N - dimensionale R
R = (rl,rz,...,rN) (21)
dove r; ¢ la posizione dell’i-esimo elettrone. Un particolare valore di R viene solitamente chiamato

walker. La densita di probabilita di trovare un elettrone nella configurazione R e denotata da P (R),

dove

” 1l teorema del limite centrale afferma che la somma o la media di un grande numero di variabili aleatorie indipendenti,
dotate della stessa distribuzione, & approssimativamente gaussiana, indipendentemente dalla distribuzione originaria.
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P(R) >0 (2.2)

f dRP(R) = 1 (2.3)

Sia{R,, :m =1, ..., M} un set di configurazioni mutuamente indipendenti, distribuite secondo la

distribuzione di probabilita P(R). Viene definita una nuova variabile random Z, tale che

R, R, Ry
zf=[f( )+ f( 1\)/1+ + f(Ry)] 24

dove f e una funzione avente media u; e varianza afz :

by = [ dRFRPR)
2
of = [ aRIf R - 1P R)
Il teorema del limite centrale dunque afferma che, per grandi M, Z ¢ distribuita normalmente con
media pr € deviazione standard af/\/ﬁ. Indipendentemente da P (R), il valore medio di un grande

numero di misure di qualche funzione di R fornira una buona stima della media di quella funzione,

rispetto a P(R). Inoltre, la deviazione standard della media delle misure diminuira come 1/v/M,
senza tener conto della dimensione dell’integrale.

Questo discorso puo essere applicato per calcolare un integrale del tipo [12]
I = f dRg(R) (2.5)
Viene introdotta la funzione P (R), e quindi I’integrale si riscrive come
I= f dRf(R)P(R) (2.6)

dove f(R) = g(R)/P(R) . P(R) viene scelta in modo tale da obbedire alle equazioni (2.2) e (2.3),

per cui pu0 essere interpretata come una densita di probabilita. Quindi I viene ottenuto
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introducendo un set infinito di vettori random dalla distribuzione P (R) e calcolando la media del

campione

1 M
1= lim {M Z f(Rm)} @2.7)

Una stima Monte Carlo dell’integrale I si ricava mediando su un campione grande, ma finito, di
vettori di P(R):

M
I~ = f(Ry) (2.8)

La varianza, a sua volta, puo essere stimata da

M M 2
o 1 1
ST mZ [f(Rm) - M;f(Rn)] (2.9)

mentre ’errore sara dato da toy /M.
E evidente come la scelta di una opportuna funzione P (R) riduca sensibilmente la varianza; la
funzione che ¢ in grado di fornire la varianza piu piccola é data da P(R) = | g(R)/I |. Essendo I

ignoto, si fa in modo di scegliere P (R) il piu vicino possibilea | g(R)/I |.

2.2.1 L’algoritmo di Metropolis

In molti problemi della fisica & necessario campionare distribuzioni di probabilita complicatissime
in spazi a molte dimensioni, che portano ad integrali multidimensionali; quindi un campionamento
diretto é spesso irrealizzabile, dato che la normalizzazione di queste distribuzioni & sconosciuta.
L’algoritmo di Metropolis permette di campionare distribuzioni anche complesse senza conoscere
la loro normalizzazione.

L’algoritmo di Metropolis genera una sequenza di punti R, , € per fare ci0 muove un singolo

walker secondo le seguenti regole [12]:
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T
T

T

Il walker € posizionato nel punto iniziale R .

Quindi viene spostato verso un nuovo punto R’, scelto da una funzione di densita di
probabilita T(R — R"). Dopo lo spostamento, la probabilita che il walker inizialmente
presente in R si trovi nell’elemento di volume dR’ € datada dR’ X T(R - R").

Consegue lo spostamento con probabilita

(2.10)

AR > &) =i (1,70 )

"T(R - R)P(R)

Se lo spostamento viene accettato, R’ diventa un punto successivo del cammino; se invece
viene rigettato, € R a diventare il punto successivo. Quando P(R) e alta, molti degli
spostamenti vengono rigettati, dando cosi luogo al random walk.

Si ritorna al secondo punto e si ripete.

La probabilita che il walker si muova da R verso I’elemento di volume dR’ € data da

dR'A(R -» R)T(R - R")

quindi il numero medio di walkers che si muovono da dR verso dR' durante un singolo

spostamento sara

dR'A(R - R)T(R - R") x n(R)dR

Poiché deve esserci bilanciamento tra i walkers che si muovono da dR a dR' con quelli da dR’ a

A(R - R)T(R - R)n(R)dRAR’ = A(R' > R)T(R' - R)n(R')dR'dR (2.11)

allora la distribuzione di equilibrio n(R) soddisfa la relazione

n(R) AR - R)T(R' > R)
n(R") A(R- R)T(R-R")

(2.12)
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Il rapporto delle probabilita di accettazione &

AR > R) T(R- R)P(R)
A(R-R) T(R - RP(R)

(2.13)

quindi vale la relazione

n(R) P(R)
n(R") P(R)

(2.14)

Dunque la densita di walkers all’equilibrio n(R) e proporzionale a P (R).

2.3 Monte Carlo di diffusione

Il Monte Carlo di diffusione (DMC) e un metodo basato sulle funzioni di Green per risolvere
I’equazione di Schrodinger a molti corpi: questa tecnica tratta lo stato fondamentale dell’equazione
di Schrodinger come la soluzione stazionaria di una equazione di diffusione, la cosiddetta equazione
di Schrodinger tempo immaginario. In via di principio, il DMC é un metodo numericamente esatto,
anche se nella pratica sono necessari diversi parametri di controllo per rendere i calcoli controllabili.

L’equazione di Schrddinger tempo immaginario a molti corpi é data da [12]
-0, %(R,t) = (i — E;)¥(R,t) (2.15)

dove t ¢ il tempo immaginario, R = (ry,1,, ...,Ty) € un vettore 3N-dimensionale che specifica le
coordinate degli N elettroni, e E; ¢ I’offset di energia, un parametro di controllo che verra
successivamente usato nelle simulazioni.

La funzione di Green, in generale, viene definita dall’equazione

HG(R,R') = 5(R— R")
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L’equazione (2.15) ¢ riscritta in forma integrale:
YR t+71)= f G(R,R',T)¥Y(R',t)dR’ (2.16)

dove
G(R,R',7) = (R|e"*"I-ED|R') (2.17)
e la funzione di Green che soddisfa la stessa equazione della funzione d’onda
—9,G(R,R',t) = (H(R) — E;)G(R,R', 1)

con la condizione iniziale G(R,R’,0) = §(R —R').

Usando la rappresentazione spettrale

8_1’7{ = z |ch > e_TEi < q)ll
i

la funzione di Green puo essere espressa come

G(R,R',T) = Z ®;(R)e T EEr) I (R") (2.18)
i

dove {®;} e {E;} sono, rispettivamente, i set completi di autovettori ed autovalori di 7.
L’operatore e “*~=ET) per t — oo, proietta 1’autostato pill basso |®, >, che ha un overlap diverso

dazerocon |¥(t =0) > = |¥;,, >:

lim (R|e =" =E0) |, )

T—00

:Tli_)rg) G(R, R, 0)¥;,(RNAR'

= lim z @, (R)e TEET (D, | W)
’ i

= lim Do (R)e " EED) (D | Wy, )
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Imponendo che E sia uguale ad E, si fa in modo che 1’esponenziale all’ultima riga del precedente
sviluppo sia costante, mentre gli stati piu alti nelle righe precedenti vengono smorzati
esponenzialmente poiché le loro energie sono maggiori di E,.

Questa proprieta fondamentale del proiettore e **~E7) ¢ |a base del metodo Monte Carlo di
diffusione.

Trascurando il potenziale dell’hamiltoniano, 1I’equazione (2.15) si riscrive come

N
1
0, Y(R,t) = Ez VZW(R,t) (2.19)
i=1

La (2.19) e una equazione di diffusione dello spazio 3N-dimensionale.
La funzione di Green per la quale si ottiene una gaussiana 3N-dimensionale con varianza t in ogni

dimensione ¢ data da

(2.20)

—IR—R'|?
G(R,R',7) = (2mt) 3N/ 2exp I|2—T|l

Nella teoria dei processi stocastici, la (2.19) e una master equation di un processo di diffusione
stocastico, e la sua soluzione W(R,t) descrive la distribuzione di particelle browniane che si
diffondono nello spazio e nel tempo. La distribuzione W(R,t) pud essere rappresentata da un set

discreto di punti browniani o random walkers :

YR, t) > Y §(R—Ry) (2.21)
Z 5

La funzione di Green (2.20) viene interpretata come la densita di probabilita di transizione per
I’evoluzione dei walkers.
Sostituendo la (2.20) nella (2.16):

YRt +17) > Z G(R Ry, 7) (2.22)
k

si ottiene un set di gaussiane, ognuna con varianza 3Nt. Per ritornare alla rappresentazione discreta

originaria, ogni gaussiana viene campionata con una funzione delta che definisce la nuova posizione
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del walker. Questa procedura di propagazione/ricampionamento viene ripetuta fino a raggiungere
una convergenza. Il risultato sara un insieme di campioni distribuito secondo la soluzione
dell’equazione (2.19).

Ora € necessario considerare I’hamiltoniana completa, inserendo quindi anche i termini di energia
potenziale. In questo caso perd, I’espressione esplicita per 1’esatta funzione di Green non ¢ nota; ¢
necessario quindi ricorrere a delle approssimazioni. Si fa ricorso, ad esempio, alla formula di

Trotter-Suzuki per 1’esponenziale di una somma di operatori A e B:

e—r(cﬂ+B) — e—rB/Ze—Tcﬂe—‘rB/Z + O[T3]
Ponendo quindi H =7 + 7V, dove T ¢ l’operatore energia cinetica degli N-elettroni e V e
I’operatore di energia potenziale, viene applicata la formula di Trotter-Suzuki con A =T e

B=V—E;:

G(R,R',7) = (R|e"*"+V-ED)|R")

~ e TIV(R-ET]/2 (Rle—'rT IR') e—-r[V(R’)—ET]/Z

La funzione di Green approssimata per piccoli T e quindi data da [13]

—z[V(R) + V(R") — 2E;]
2

— RN2
G(R,R',7) = (2mt) 3N 2exp l— %l expl (2.23)

in cui I’errore ¢ proporzionale a 3.

Nelle simulazioni, un insieme di walkers si diffonde attraverso lo spazio delle configurazioni. Ogni
passo di diffusione consiste in due stadi: una parte di diffusione e uno step di branching. Nella
prima parte, i walkers vengono spostati verso nuove posizioni con un rate di transizione dato dalla

parte diffusiva della funzione di Green:

— RN2
T = exp l_ %} (2.24)
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Il termine con il potenziale, invece, & coinvolto nel secondo step. Il fattore

p o e | VR I;(R’) — 2E,] 225)

¢ di rinormalizzazione della funzione di diffusione di Green, e pud essere inserito all’interno del
processo di evoluzione dei walkers in diversi modi. Per quanto concerne il presente studio, verra
utilizzato il cosiddetto algoritmo di branching o di vita/morte, in cui P determina il numero di

walkers che sopravvivono al passo successivo:

1 se P <1, il walker sopravvive con probabilita P e muore con probabilita 1 — P;

1 seP =1, il walker continua la sua evoluzione e ne da vita ad un altro con probabilita P — 1.

E chiaro quindi come i walkers spariscano nelle regioni con energia potenziale alta, mentre in quelle

con potenziale piu basso tendano a proliferare.

Voo

¥, 00

F. 1

Fig 2: Evoluzione dei walkers nel metodo DMC [12]
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E necessario specificare come trovare 1’offset di energia E;, un parametro che permette di
controllare la popolazione totale dei walkers; quindi E; € determinata tenendo traccia del cambio
della popolazione e correggendolo ad ogni step in modo tale da rendere la popolazione stabile.
Considerando un numero target M di walkers all’interno della simulazione, e supponendo che dopo

I’ultimo passo il numero sia M, allora [14]:

~

E—E+1M 2.26
T_OanM (2.26)

dove E, ¢ un valore dell’energia vicino a quello dello stato fondamentale e @ € un parametro

piccolo.

2.3.1 Approssimazione fixed-node

Nella disamina appena svolta, si ¢ implicitamente assunto che la funzione d’onda sia positiva
ovunque: infatti il DMC, essendo un metodo probabilistico, analizza solamente le distribuzioni
positive.

L’antisimmetria dei sistemi fermionici, pero, porta a funzioni d’onda a molti fermioni che non sono
dappertutto positive e che assumono valori sia positivi che negativi. Una generalizzazione
dell’algoritmo DMC, come ad esempio ’assegnazione di una variabile di segno ai walkers, porta a
problemi di segno per i fermioni.

Il DMC fixed-node [13] € un metodo alternativo per studiare sistemi fermionici antisimmetrici;
sebbene esso non sia esatto, riesce comunque a fornire valori di energia dello stato fondamentale
abbastanza accurati ed é stabile per sistemi anche grandi.

L’idea di partenza di questa approssimazione ¢ quella di scegliere una funzione d’onda di prova a
molti elettroni per definire una superficie nodale. In un sistema tridimensionale con N elettroni, lo
stato di prova € una funzione a 3N variabili (le coordinate x, y e z di ogni elettrone) e la superficie
nodale di prova e una superficie (3N-1) — dimensionale, in cui la funzione é zero e attraverso cui
cambia segno. Il metodo DMC fixed-node quindi fornisce 1’energia del ground state di uno stato a
molti elettroni con una data superficie nodale.

Inoltre questo metodo permette di determinare gli stati eccitati, almeno i piu bassi, dei sistemi ad un

elettrone, poiché sono caratterizzati da funzioni d’onda antisimmetriche.
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2.4 Sviluppo del codice

Lo scopo del presente lavoro é quello di stabilire e costruire un algoritmo computazionale, e
sviluppare un codice per 1’applicazione del metodo DMC al problema dei sistemi confinati.

Nella tecnica Monte Carlo, una singola particella quantistica viene rappresentata da un insieme di
particelle immaginarie, il cui numero N e un parametro della simulazione; ognuna di queste
particelle immaginarie & soggetta ad una energia potenziale.

Lo spostamento ¢ la diffusione delle particelle vengono regolati dall’equazione (2.23). In particolare,
il fattore (2.24) ¢ il nucleo di spostamento, cioe quello che fa in modo che le particelle si muovano
in maniera casuale. Mentre il termine (2.25) rappresenta il nucleo di sopravvivenza, che determina
appunto il numero di walkers che sopravvivono ad ogni step temporale, secondo le regole gia
esposte in precedenza.

T € un parametro che rappresenta il passo di calcolo, e che viene mantenuto abbastanza basso.
Infine, 1’offset di energia E; ¢ controllato tramite 1’equazione (2.26): quando 1’energia del sistema
converge verso un determinato valore, il numero di particelle coinvolte nel processo di diffusione, e
di conseguenza I’intero sistema, si stabilizza. E; altro non ¢ che 1’autovalore dell’equazione di
Schrédinger.

Quindi, all’interno di un ciclo dei tempi viene inserito un ciclo sulle particelle che:

9 introduce un passo di calcolo t;
9 sposta in maniera casuale le particelle (2.24);
1 regola la vita e la morte delle particelle (2.25);

9 stabilizza I’energia del sistema (2.26).

La potenza del codice messo a punto risiede nel fatto che puo essere facilmente applicato a sistemi
fisici differenti tra di loro; di contro, perd, € in grado di fornire risultati solo per lo stato
fondamentale e alcuni stati eccitati piu bassi di cui sono note le superfici nodali.

L’estensore del presente elaborato ha autonomamente e specificatamente sviluppato 1’algoritmo che
sara applicato ai seguenti sistemi fisici: 1’oscillatore armonico unidimensionale libero e confinato,
I’oscillatore armonico tridimensionale libero e confinato, I’atomo di idrogeno libero e confinato
(confinamento sferico e in scatola quadrata), la molecola ione idrogeno H," libera e confinata;

sistemi fisici, la cui risposta all’algoritmo sara oggetto dei successivi capitoli.
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Capitolo 111

IL.’oscillatore armonico

Come primo esempio di soluzione computazionale dell’equazione di Schrodinger tramite il metodo
DMC, verra analizzato uno dei problemi piu importanti della fisica teorica, e in particolare della
meccanica quantistica: 1’oscillatore armonico, uno dei pochi sistemi fisici di cui si conosca ’esatta
soluzione analitica; pertanto, esso fornira un’ottima dimostrazione della potenza del codice DMC

Messo a punto.

3.1 Oscillatore armonico unidimensionale

L’hamiltoniana del sistema in esame viene scritta come:

H=—+-mwx (3.1
m
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dove m é la massa della particella, w = /k/m e la frequenza angolare, x e p rispettivamente
I’operatore posizione e 1’operatore impulso. Il primo termine dell’hamiltoniana rappresenta i
possibili stati di energia cinetica, mentre il secondo termine ¢ 1’energia potenziale.

L’equazione di Schrodinger indipendente dal tempo ¢

Hp = Ey (3.2)

dove E rappresenta gli autovalori dell’energia da determinare, mentre 1y sono le funzioni d’onda dei
corrispondenti autostati.
Le soluzioni della (3.2) possono essere scritte nella forma [15]

2

Yn = Nne_%Hn(f) (3.3)

dove:

]
S
|
3
:~|8
N——
o

ng=§? - L .
H,(¢) = (-D)"e?” ddefn sono i polinomi di Hermite;

=

Y
4 . . . .
1 N, = (%) sono delle costanti che fanno in modo che ,, sia normalizzata:

f o' (O (D dx = 1

I livelli energetici corrispondenti sono dati dall’equazione:

E, = hw (n + 1) (3.4)
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3.1.1 Sviluppo del codice

Come gia sottolineato in precedenza nel paragrafo 2.4, un algoritmo DMC é stato appositamente
congegnato per analizzare il comportamento di alcuni sistemi fisici. Nel presente caso, viene
applicato all’oscillatore armonico unidimensionale.

Il codice messo a punto e adatto per lo studio dello stato fondamentale e del primo stato eccitato del

sistema, quindi vengono scritte di seguito le funzioni d’onda di questi livelli:

Po(x) = (%)1/4 exp [—%xz] (3.5)
man /4 [2mw mw
() = (ﬁ) 5 exp [—ﬁx (3.6)

Si sceglie di lavorare in unita atomiche (A = 1) edi porre k = 1em = 1 (e quindi w = 1).
Lo spostamento e la diffusione delle particelle vengono regolate dall’equazione (2.23), scritta

ovviamente solo per la direzione x:

—1[V(x) + V(x") — 2E;]
2

x —x")?
G(x,x', 1) = (2mt) 3N/ 2exp I— %l expl

V(x) ¢ il potenziale armonico, che in unita atomiche viene scritto come x2/2. Il passo di calcolo T
viene scelto piccolo, ma sufficiente per permettere di analizzare la dinamica delle particelle, mentre
il parametro di offset E altro non ¢ che I’autovalore di energia del sistema: nel caso dell’oscillatore
armonico allo stato fondamentale 1’autovalore analitico vale 0.5 u a, mentre per il primo stato
eccitato € 1.5 u a., valori che vengono poi effettivamente confermati dalla simulazione numerica
(con N = 1000 walkers, T = 0.01 e 2000 passi di calcolo) :

Er analitico (u.a.) Et numerico (u.a.)

Stato fondamentale 0.5 0.501

Primo eccitato 15 1.483
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Risultati ancora migliori possono essere ottenuti semplicemente mediante simulazioni piu lunghe e
un minore valore del parametro t.

Si decide di rappresentare in grafici ad hoc sia la funzione d’onda analitica, sia quella ottenuta
tramite il DMC, in modo da poterle visivamente raffrontare. Per quanto riguarda 1’oscillatore
armonico al primo stato eccitato, si sceglie di rappresentare solo la parte positiva della funzione
d’onda.

| risultati ottenuti vengono mostrati di seguito:
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E evidente come 1’accordo tra la curva analitica e quella numerica sia estremamente soddisfacente,
a meno di fluttuazioni normalmente presenti nel processo di diffusione. Emerge la potenza del
codice DMC, che permette di fare simulazioni quantistiche con grande accuratezza e con poco

dispendio di memoria da parte della macchina.

3.1.2 Confinamento

Il prossimo passo consiste nel confinare I’oscillatore armonico: il confinamento viene realizzato
semplicemente ponendo una barriera di potenziale sferica impenetrabile ad una data distanza
dall’origine. I restanti parametri del sistema rimangono inalterati, eccezion fatta naturalmente per
I’energia E : a causa della compressione, ci si aspetta che 1’energia aumenti. Inoltre viene
leggermente abbassato il parametro T, per poter migliorare la configurazione in presenza della
barriera.

Uno dei metodi utilizzati per calcolare questa energia di confinamento consiste nello sfruttare
I’analogia con la particella libera.

La lunghezza d’onda viene scritta come:

A=2L (3.7)

dove L & la dimensione del confinamento. Inoltre, & valida la relazione:

A=—= (3.8)

Uguagliando i secondi membri delle equazioni (3.7) e (3.8), imponendo sia le unita atomiche che

m = 1, si ottiene la seguente relazione per I’energia:

E=— (3.9)

Quindi, con I’equazione (3.9), si ottengono i seguenti valori di energia, che vengono di seguito

confrontati con quelli forniti dall’algoritmo stesso (N = 10000, = 0.005 e 2000 passi di calcolo) :
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Oscillatore Energia particella libera (u.a.) Energia metodo numerico
(u.a.)
Stato fondamentale confinato 1.234 1.238
Primo stato eccitato confinato 4.935 4.836

Con questi valori, il processo di diffusione va incontro ad una certa stabilizzazione: cio sta ad
indicare che questa energia e sostanzialmente corretta per questo sistema confinato.

Di seguito, vengono riportati i grafici degli oscillatori confinati, sempre col confronto con la
soluzione analitica; I’accordo che ci si aspetta con la particella in scatola ¢ di tipo asintotico, a causa

della forte compressione:
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3.1.3 Metodo analitico per il calcolo dell’energia

dell’oscillatore confinato

Per il caso dell’oscillatore armonico libero allo stato fondamentale, ¢ stato messo a punto un metodo
analitico per poter calcolare I’energia del sistema quando questo viene confinato.
Il punto di partenza sta nel considerare la funzione d’onda del secondo stato eccitato dell’oscillatore

armonico:

1 manYa (2x*mw mwx?
wz(x)=ﬁ(%) ( - —1>exp l— 7 l (3.10)

Questa funzione d’onda ha due zeri, dati dal secondo polinomio di Hermite: in unita atomiche e con

m = 1ek = 1, questi zeri si trovano in a = + 1/+/2.

Fig 7. Autofunzioni oscillatore armonico
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All’interno di questo intervallo, e considerando la funzione come positiva (¢ lecito, dato che ¢
simmetrica), € come se si avesse a che fare con un oscillatore armonico confinato allo stato
fondamentale.

Quindi si procede col considerare la funzione d’onda del secondo stato eccitato in cui, pero, gli zeri
non sono piu in a, ma nella posizione del confinamento in esame b.

Allora I’energia sara data dalla relazione:

. 12,02 (x5) 3w, (x5) dx 1)
2 w,* (x5) dx

dove I’hamiltoniana del sistema in unita atomiche ¢ data da

ool 1
2% T odxe

Con il metodo analitico appena esposto, si ottiene un valore di energia che ben si accorda con quelli

precedentemente trovati:

Oscillatore Energia particella | Energia metodo | Energia metodo

libera (u.a.) numerico (u.a.) analitico (u.a.)

Stato fondamentale 1.234 1.238 1.249

3.2 Oscillatore armonico tridimensionale

Un altro sistema risolvibile analiticamente in coordinate cartesiane ¢ rappresentato dall’oscillatore

armonico in tre dimensioni.
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Il potenziale cui sono sottoposte le particelle é dato da

1,1 1
szkxx +§kyy +§kZZ

e la funzione d’onda si fattorizza facilmente lungo i tre assi:
Y(x,y,z) = XY ()Z(2)

In maniera esplicita, I’equazione (3.13) si scrive come [15]:

1

wnxnynz — Nnxnynze z(axxz +ayy2+azzz)an (\/a—xx)Hny (\/a—yy)HnZ (\/a_zz)

dove:

' ny ny,n, sono i numeri quantici principali;

MWy,y,z |
h )

T axyz=

1 Hn,(Vaxx), Hn,(\/ayy), Hn,(\@z2) sono i polinomi di Hermite;

1/2

1/2
_ (axayaz) N . . .
T Nonyn, = {n3 L m— e la costante di normalizzazione.

L’energia del sistema ¢ data da:

1 1 1
Enxnynz = h{(nx + E) Wy + (ny + 5) Wy + (nz + E) wz}

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Si consideri adesso il caso speciale di oscillatore isotropico, per il quale valgono le seguenti

condizioni:

48



dove n ¢ il numero quantico totale. Quindi I’energia si riscrive come:

E= (n+—) hw (3.16)

3.2.1 Sviluppo del codice

Un notevole punto di forza dell’algoritmo DMC, che ¢ stato elaborato per lo studio di questi
problemi fisici, e la facilita con la quale si puo passare da sistemi in una dimensione, a sistemi in tre
dimensioni. E il caso dell’oscillatore armonico.

Anche questa volta, ci si concentra maggiormente sull’oscillatore armonico tridimensionale allo

stato fondamentale, caratterizzato dalla funzione d’onda

N[ =

2 1
Yooo = {(%)2} exp [—Ea(xz +y?% + z?%) (3.17)

e dall’energia
EOOO = E hw

Come gia precedentemente sottolineato, si sceglie di lavorare in unita atomiche (A = 1) e con
k=1lew=1.

Ancora, lo spostamento e la diffusione delle particelle vengono regolati dall’equazione (2.23), e il
potenziale armonico in tre dimensioni e in unita atomiche viene scritto come (x? + y? + z2)/2.
Inoltre, anche in questo caso E;, cio¢ 1’offset di energia, ¢ I’autovalore del sistema in esame, che
analiticamente vale 1.5 u.a. .

La simulazione effettuata fornisce un valore di energia E in ottimo accordo con quello analitico
(N =1000,7 = 0.02 e 20000 passi di calcolo) :
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Analitico (u.a.)

Numerico (u.a.)

Er

1.5

1.523

Di seguito, viene riportato il grafico dell’oscillatore armonico tridimensionale, ottenuto dalla

simulazione numerica, in cui, pero, si ¢ scelto di rappresentare solamente 1’asse x, dato che la

funzione d’onda ¢ fattorizzabile. I risultati sono molto soddisfacenti:
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Fig 8. Oscillatore armonico in tre dimensioni: funzione d’onda dell’asse x
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3.2.2 Confinamento

Si passa ora a confinare 1’oscillatore tridimensionale ponendo, come prima, delle barriere di
potenziale sferiche ad una certa distanza dall’origine.

Anche in questo caso ci si aspetta che 1’energia E; aumenti, a causa della compressione cui viene
sottoposto il sistema. Questa energia viene calcolata numericamente tramite 1’algoritmo, ed ha un

valore di 3.75 u. a., che ¢ il valore che stabilizza il sistema e quindi il processo di diffusione.

Dall’analisi appena svolta viene fuori tutta la potenza del metodo DMC sviluppato: esso permette
simulazioni quantistiche che evidenziano un ottimo accordo con le soluzioni analitiche
dell’oscillatore armonico. Certi della correttezza dell’algoritmo perfezionato, si procedera ora ad
applicarlo a sistemi di maggiore interesse fisico: 1’atomo di idrogeno e la molecola ione idrogeno

Hy".

52



Capitolo IV

L’atomo di idrogeno

L’atomo di idrogeno - uno dei sistemi piu semplici esistenti in natura - € composto da un nucleo, in
cui e presente un singolo protone, e da un elettrone interagente.

Lo studio dell’atomo di idrogeno riveste una grande importanza nell’ambito della fisica teorica e
della meccanica quantistica: rappresenta un classico problema a due corpi, facilmente risolvibile
analiticamente. Data la sua semplicita, diventa spesso il punto di partenza per 1’analisi di sistemi
ben piu complessi.

Storicamente, 1’atomo di idrogeno ha avuto un ruolo fondamentale per la fisica teorica: lo studio di
Bohr ha di fatto segnato I’inizio della teoria quantistica delle strutture atomiche, portando poi ai
successivi sviluppi, dovuti a Schrodinger, Heinsenberg, Pauli, Dirac, ovvero le colonne portanti
della meccanica quantistica.

Nel presente capitolo, per lo studio dell’atomo di idrogeno verra applicato I’algoritmo DMC, gia

ampiamente discusso, dando grande risalto al sistema confinato.
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4.1 Soluzione analitica dell’atomo di idrogeno

L’elettrone presente all’interno dell’atomo di idrogeno subisce una attrazione colombiana da parte

del nucleo carico positivamente. Quindi I’energia potenziale del sistema sara data da [16]:

Ze?
dmtegr

U(r) =-— (4.1)

dove r & la distanza dal nucleo, e = 1.602 X 10~1°C ¢ la carica elettrica dell’elettrone e del
protone, e g, = 8.8541 x 10712 C2/Jm e la permettivita elettrica nel vuoto.

Per I’analisi dell’atomo di idrogeno, ¢ conveniente utilizzare le coordinate sferiche (7, 8, ¢); anche
in coordinate sferiche, il potenziale dipendera ancora solo dalla distanza elettrone-nucleo.

Per poter scrivere I’hamiltoniana del sistema, € necessario introdurre 1’operatore energia cinetica

hZ
T = —%VZ (42)

dove V2 ¢ il laplaciano, che in coordinate sferiche si scrive come:

1
r2

V2o {6(26)+ 1 a<_06)+ 1 a}
~72lar\" ar) " sin6ag \*" " 36) " sinz 6 a¢?

Quindi I’hamiltoniana sara:

9 = ﬁ2{6<23>+13(.95>+1 a}U 43
= "2 lar\" ar) tsnoaa "M 936) Tanzeages VM (43

Il problema agli autovalori Hy = Ey viene risolto, nel caso dell’atomo di idrogeno, considerando

1 come il prodotto di tre funzioni, ognuna per ogni coordinata:

Y(r,6,¢) = R(r)0(6)2(¢) (4.4)
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L’equazione agli autovalori allora si riscrive come:

ht (9, .0 1 9, 0 1 9
l_ 2ur? {g (”fz a) + sin@%(smeﬁ) + MaTﬂ} — U(r)l Y(r,6,9) = EY(r,0,9)

Gli autovalori sono dati da [15]:

p=_Lhe 45
~ 2h2n? (4:5)
dove n = 1,2,3... e il numero quantico principale e u é la massa ridotta.
Le autofunzioni radiali sono:
1 3
Ry — | B E= DT ( 2z )”f g 2141 (22r) 46
= — 0 _— .
nil? 2n[(n+ D3| \na, re " \na, (4-6)

. . - 2Z - . .
dove [ =0,1,2,..n—1 & il numero quantico azimutale, mentre L2%+} (n—ar) sono i polinomi
0

associati di Laguerre.

Le autofunzioni angolari, invece, si scrivono come [15]:

1
P () = Eemp (4.7)

1

20+ 1)(I - |mD)2
@lm(9)={( ;(z 1(|m||)1!nl)} P™ (cos 8) (4.8)

dove m = —I[,...,+1 & il numero quantico magnetico, mentre Pl'm'(cos 8) sono le funzioni
associate di Legendre.
La funzione d’onda completa per I’atomo di idrogeno allo stato fondamentale 1s (n = 1,1 =

0, m = 0) quindi é:

Y15 = —(—) e % (4.9)
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4.2 Sviluppo del codice

Per lo studio e D’analisi dell’atomo di idrogeno, e in particolare del suo confinamento, viene
applicato 1’algoritmo DMC diffusamente dibattuto in precedenza: cid permette di ottenere
simulazioni quantistiche che portano alla determinazione degli autovalori del sistema (quindi
dell’energia), che risultano essere particolarmente interessanti quando I’atomo viene confinato.

Lo spostamento e la diffusione delle particelle che rappresentano 1’elettrone sono regolati ancora
dall’equazione (2.23).

Anche in questo caso, si sceglie di lavorare con unita atomiche, e si pongonom = 1e k = 1. Di

conseguenza, il potenziale colombiano del sistema viene scritto come
1
U(r)=—-
r

dove r = \x? + y2 + z2.
Il parametro t viene scelto piccolo, ma sufficiente per poter analizzare la dinamica delle particelle;
il parametro di offset E; ¢, come gia sottolineato, 1’autovalore del sistema; analiticamente esso vale

—0.5 u. a., valore che viene effettivamente confermato dalla simulazione numerica (N = 500,
7 = 0.02, 15000 passi di calcolo) :

Er analitico (u.a.) Et numerico (u.a.)

Atomo H -0.5 -0.501

La funzione d’onda numerica %1 (r), ottenuta tramite 1’algoritmo, viene rappresentata di seguito,

evidenziando un risultato estremamente soddisfacente:
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Fig 9. Atomo d’idrogeno: autofunzione numerica 723 (r)

Atomo di idrogeno

0.7

"atomoldrogeno bt ——
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4.3 Confinamento

Si decide, a questo punto, di confinare I’atomo di idrogeno all’interno di una sfera impenetrabile e
di analizzarne il comportamento; indagine, questa, di estrema importanza per il grande interesse
teorico che suscitano i sistemi confinati.

Il confinamento viene realizzato tramite una barriera sferica di potenziale, posta ad una distanza
variabile dall’origine.

I parametri del sistema sono inalterati, eccezion fatta per il passo di calcolo T che viene leggermente
abbassato, e si studia ’andamento dell’energia E; al variare del raggio della sfera di confinamento
a; nella seguente tabella, vengono riportati alcuni valori in confronto con quelli ottenuti da Heidari,
Khademi, Amiri e Ghorbani [17] (N = 1000, = 0.001, 50000 passi di calcolo) :

a(u.a) Er (u.a) Er (u.a.) (Heidari et al.)
0.5 13.5095 14.7479
1 2.2696 2.3740
1.5 0.4313 0.4370
2 -0.1455 -0.1250
2.5 -0.3492 -0.3349
3 -0.4384 -0.4240
4 -0.4859 -0.4833

E evidente come I’energia tenda ad aumentare man mano che la sfera comprime maggiormente
I’atomo posto al suo centro.

Si rappresenta ora graficamente 1’andamento dell’energia in funzione del raggio di confinamento a:
si puo notare come il valore dell’energia tenda a —0.5 u. a., ovvero il valore dell’atomo libero nello

stato fondamentale , per raggi molto grandi:
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Fig 10. Atomo di idrogeno confinato: energie (u.a.) in funzione del raggio di confinamento

Atomo di idrogeno: energia

14
"energia atomo idrogeno.tt" ——

12

10
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E anche interessante vedere graficamente le conseguenze del confinamento sull’autofunzione
numerica: la presenza della barriera di potenziale é visibile per il fatto che la funzione va a zero in
corrispondenza del valore del raggio della sfera, e 1’autofunzione tende a schiacciarsi nella

coordinata r via via che 1’atomo viene confinato.
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Fig 11. Atomo di idrogeno: autofunzione con confinamento in a= 5 u.a.

Atomo idrogeno confinato: a=5

0.7

"atomo idrogeno confinato 5.6¢" ——
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Fig 12. Atomo di idrogeno: autofunzione con confinamento in a= 4 u.a

Atomo idrogeno confinato: a=4

"atomo idrogeno confinato 4.4 ——
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Fig 13. Atomo di idrogeno: autofunzione con confinamento in a= 3 u.a.

Atomo idrogeno confinato: a=3

"atomo idrogeno confinato 3.6¢" ——
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Fig 14. Atomo di idrogeno: autofunzione con confinamento in a= 2 u.a.

Atomo idrogeno confinato: 8=2

"atomo idrogeno confinato 2.6¢" ——
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Fig 15. Atomo di idrogeno: autofunzione con confinamento in a =1 u.a.

Atomo idrogeno confinato: a=1

"atomo idrogeno confinato 1.o¢" ——
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4.3.1 Confinamento in scatola quadrata

Un altro interessante confinamento che si € in grado di studiare ¢ quello dell’atomo di idrogeno in
due dimensioni, all’interno di una scatola quadrata.
Nel caso dell’atomo di idrogeno bidimensionale, la funzione d’onda (4.4) viene ad assumere una

sola dipendenza angolare, oltre a quella radiale [18]:

Y(r, @) = R(r)P(¢) (4.10)

Quindi I’equazione di Schrodinger diventa:

h[0%(r,¢)  1op(r,¢)  10%Y(r,¢)| Ze?
“2ul| ar? +; or +r_2 d¢p? " Ame,r

=Ey(r,¢p) (4.11)

Gli autovalori dell’energia vengono dati dalla seguente formula:

4
e
E, = s (4.12)

32m2e2h2(n — 1/2)2

L’algoritmo DMC viene facilmente modificato in modo tale da poter passare a sole due dimensioni.
Il parametro E7 calcolato dal codice nel caso dell’atomo bidimensionale ancora una volta si accorda
perfettamente con il valore teorico, in unita atomiche (N = 1000,7 = 0.002, 40000 passi di

calcolo):

Er analitico (u.a.) Er numerico (u.a.)

-2 -2.02

Il confinamento avviene quindi in una scatola quadrata ponendo delle barriere di potenziale in
corrispondenza dei lati di questa: viene anche qui analizzato il comportamento dell’autovalore di

energia al variare del lato della scatola c.
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c(u.a) Er (u.a)
1 -1.675
0.9 -1.484
0.8 -1.171
0.7 -0.734
0.6 0.041

Anche in questo caso, ¢ evidente I’aumento dell’energia man mano che la scatola si fa piu piccola, a

causa della compressione; per ¢ = 0.6 u. a., il valore dell’energia diventa addirittura positivo.

4.4 Atomo di idrogeno eccitato: stato 2p

Si passa ora a considerare I’atomo di idrogeno al primo stato eccitato, e in particolare ci si concentra
sullo stato di simmetria 2p. La funzione d’onda teorica (pern = 2,1 = 1,m = 0) si scrive come
[15]:

3
1 (Z\2Z L,
Yop = Wor: (a_o) a—ore % cosO (4.13)

Con poche semplici modifiche, I’algoritmo viene facilmente adattato al caso in esame; come sempre,
si studia 1’andamento dell’autovalore dell’energia, prima nel caso dell’atomo libero e
successivamente nel caso dell’atomo confinato in una sfera di potenziale impenetrabile di raggio a.
Si ottengono i seguenti risultati (N = 1000, 50000 passi di calcolo, T = 0.01 per il caso libero,

T = 0.001 per il caso confinato) :
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a(u.a.) Er (u.a.)

Libero -0.1264

-0.1147

-0.0677

0.1359

0.4568

1.5202

R N W B~ O 0

7.6292

Il valore teorico dell’energia per lo stato 2p dell’atomo di idrogeno libero ¢ pari a
E;, = —0.125u.a. : anche in questo caso quindi si e riscontrato un ottimo accordo del valore

numerico con quello analitico.
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Capitolo V

Prospettive: molecola ione idrogeno H,"

5.1 Molecola ione idrogeno H,"

La meccanica quantistica viene spesso applicata allo studio dei sistemi molecolari molto semplici,
in modo da poter trarre informazioni sulla stabilita dei vari atomi e sui legami chimici coinvolti.
La molecola piti semplice & sicuramente la molecola ione idrogeno H,*, composta da due protoni

carichi positivamente e da un elettrone carico negativamente.

A r(AB) B

Fig 16. lone idrogeno H,"
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La molecola ione idrogeno ha una grande importanza nell’ambito della fisica teorica poiché la sua

equazione di Schrodinger é risolvibile analiticamente.

L’equazione d’onda per I’H," & scritta considerando i due protoni fissi, indicati con A e B, e un
elettrone [15]:

8m?m, e? e? e?
Vi +—— (E+—+——— |9 =0 .1

dove V? si riferisce alle tre coordinate dell’elettrone e m, ¢ la massa dell’elettrone.

Introducendo le seguenti coordinate ellittiche

Ts +TB

TaB
Ta—T7p

r] =
TaB

e tenendo conto dell’angolo azimutale ¢, I’equazione (5.1) si riscrive come:

a%[(fz_ )_] [( _"2) (521—1+1—1 2)3212)

!/
8m2mgyr [E

= (52—n2)+—€l¢—0

2
dove E' = F — =,

TAB

La funzione d’onda (&, n, @) puo essere scritta come il prodotto di tre funzioni

Y, @) =EEHmMP(p) (5.2)

ognuna delle quali soddisfa una equazione differenziale:
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dd? ,
dgz - Y

d dH m?
A lq 288 2 _ _
dn [(1 ") dn] ’ (An 1-n? ”) .

d dz 2745 m? o
E[(52—1)d€]+<—/1§2+ - 5—52_1+u>u—0

2m2mor;gE!

dove A = e

| parametri m, A e u devono assumere valori ben precisi in modo tale che

le equazioni abbiano soluzioni accettabili.

5.2 Sviluppo del codice

Anche in questo caso, 1’algoritmo DMC messo a punto viene facilmente applicato allo studio della
molecola ione idrogeno H,". La diffusione delle particelle & sempre regolata dall’equazione (2.23),
si utilizzano ancora unita atomiche e si scegliedi porre m = 1e k = 1.

A causa della geometria della molecola & necessario aggiungere un altro parametro, ovvero la
distanza d tra i due protoni: essa viene posta paria 2 u.a. .

Anche in questo caso, naturalmente, E; rappresenta l’autovalore del sistema in esame: la
simulazione numerica fornisce un valore di —1.1028 u. a.

Per calcolare 1’autovalore numerico della molecola ione idrogeno, autovalore da confrontare con
quello analitico, viene utilizzato il cosiddetto metodo di Hess, un corollario della legge di
conservazione dell’energia. Graficamente, si considera un triangolo con tre configurazioni

energetiche:
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o+
O

Fig 17. Metodo di Hess

Al centro, in alto, vi € la situazione in cui i due nuclei sono a distanza d, e I’elettrone, situato ad una
distanza infinita, viene avvicinato; in basso a sinistra, uno dei protoni ¢ a distanza infinita
dall’atomo di idrogeno; mentre in basso, a destra, & presente la configurazione dell’H,".

Ovviamente, vi € una certa spesa di energia per passare da una configurazione all’altra: due valori
sono noti, e sono rispettivamente dati da 0.5 + - (energia dell’atomo di idrogeno, cui si aggiunge il

reciproco della distanza alla quale sono posti i nuclei) e dal metodo numerico del DMC. Quindi,

I’energia ignota verra fornita dalla semplice relazione

1
?=DMC+O.5+E

Sostituendo i valori noti, si ottiene che I’energia della molecola ione idrogeno & —2.7961 eV
(N =500, T =0.01, 30000 passi di calcolo).
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Er analitico (eV)

Er numerico (eV)

-2.79

-2.7961

Si varia ora la distanza internucleare tra i protoni e si raccolgono i dati delle corrispondenti energie,

con un andamento che riproduce in modo soddisfacente quello teorico:

73




10

Fig 18. Andamento dell’energia (eV) dell’H," in funzione della distanza internucleare

H2+: energia in funzione della distanza interatomica

' Hpt ——
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5.3 Confinamento

Si procede al confinamento del sistema ponendo una barriera di potenziale sferica impenetrabile ad
una data distanza dall’origine ¢ lasciando inalterati tutti i restanti parametri. Vengono di seguito
forniti i risultati preliminari, raccolti per una distanza internucleare d = 2 u.a., dell’andamento
dell’autovalore E7 al variare del raggio a della sfera di confinamento (N = 500,7 = 0.001, 30000

passi di calcolo) :

a(u.a) Er (u.a)
4 -1.0951
3 -1.0549
2 -0.7280
1 2.4377

E evidente come I’effetto del confinamento sia quello di far aumentare 1’energia, portandola
addirittura a valori positivi per confinamenti molto spinti. Non sono stati trovati in letteratura dei
valori di riferimento, quindi i valori forniti precedentemente sono preliminari e saranno oggetto di

ulteriore ricerca in futuro.

Mediante 1’applicazione dell’algoritmo alla molecola ione idrogeno H,", & stato illustrato un
esempio di prospettiva per la ricerca. E’ incoraggiante che questo metodo messo a punto consenta di
passare dal caso dell’idrogeno a quello dell’H," con minime modifiche al codice.

Di grande interesse per gli sviluppi futuri si impone il confinamento della molecola H;, che potra
avere importanti applicazioni specie nel campo dell’astrofisica, essendo 1’idrogeno 1’elemento

chimico piu abbondante nel cosmo.
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Conclusioni

Il presente elaborato ¢ stato realizzato nell’ambito di un programma di ricerca finanziato
dall’Agenzia Spaziale Europea. In tale contesto, questo lavoro di tesi ha valutato la possibilita di
applicare un metodo Monte Carlo quantistico di diffusione al problema dell’atomo di idrogeno
confinato.

Dalla disamina della letteratura attinente disponibile, si € rilevato un solido interesse verso lo studio
teorico dei sistemi confinati, con conseguenti numerose applicazioni nel campo dell’astrofisica,
della fisica dei semiconduttori e delle nanotecnologie. I metodi analitici, approssimati ed esatti,
sviluppati da autori come Michels, De Boer e Bijl, e Burrows e Cohen, sono stati di notevole utilita
per analizzare e comprendere la base teorica del problema del confinamento, e per convalidare la
vasta attenzione che questo problema ha suscitato nel corso di diversi decenni.

L’algoritmo formulato, basato su metodi Monte Carlo di diffusione, ha avuto come scopo primario
proprio quello di studiare 1 sistemi confinati, in particolar modo 1’atomo di idrogeno. La conferma
della validita del codice messo a punto ¢ venuta dall’applicazione a sistemi fisici di cui ¢ nota la
soluzione analitica: 1’oscillatore armonico unidimensionale e tridimensionale. Il programma ¢ stato
poi utilizzato per lo studio dell’atomo di idrogeno confinato, di cui si & evidenziato prima di tutto
I’andamento dell’autovalore dell’energia.

Il lavoro di tesi, sin da subito, ha fatto emergere vantaggi e svantaggi del metodo predisposto per
I’analisi del problema del confinamento. | vantaggi risiedono soprattutto nella relativa facile
realizzazione, lettura e comprensione del codice, e nella estrema versatilita dello stesso per
variazioni anche importanti del problema. Di contro, invece, e stata appurata una lenta convergenza
verso valori ben precisi e la conseguente presenza di fluttuazioni, spesso anche considerevoli;
inoltre, sono stati rilevati problemi con la barriera di potenziale, risultata non esattamente
impenetrabile. Infine, il presente metodo € applicabile solo a sistemi allo stato fondamentale e, al

massimo, al primo stato eccitato: non é possibile investigare livelli energetici piu alti.
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I risultati ottenuti per 1’atomo di idrogeno confinato, in buon accordo con quelli trovati in letteratura,
sono estremamente incoraggianti e verranno ulteriormente perfezionati anche per situazioni
differenti, come ad esempio il nucleo spostato rispetto al centro della sfera di potenziale. Mentre
I’analisi per la molecola ione idrogeno H," & ancora ai primordi, ma le premesse ottenute tramite il
metodo impiegato indicano che la via intrapresa € quella corretta.

In prospettiva, il metodo promette di essere migliorato in futuro per lo studio della molecola ione
idrogeno H," e del suo confinamento, di cui non sono stati trovati in letteratura dei valori ben
precisi. Una volta, poi, focalizzata la problematica delle superfici nodali, per quanto riguarda le
funzioni d’onda antisimmetriche, ci si potra avvalere dell’algoritmo per il caso della molecola Hy, di

grande rilevanza per le applicazioni nei settori dell’astrofisica e della fisica della materia.
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